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Нелинейные динамические системы
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Игровые задачи управления 
двухзвенным манипулятором 
с вращательными парами
Строится и исследуется математическая модель плоского двухзвенного манипулятора с двумя вращательными кинематическими парами. Производится линеаризация дифференциальных уравнений модели в окрестности базового решения. В предположении, что в начальный момент схват манипулятора не лежит на базовой траектории, ставится задача о возращении его на указанную траекторию в фиксированный момент времени с учетом самых неблагоприятных воздействий помехи. Относительно воздействий помехи принимается, что известны только границы области их значений, но не сами значения в конкретные моменты времени. Математической моделью приведенной задачи служит антагонистическая дифференциальная игра двух лиц, в которой «игрок – союзник» решает задачу наведения фазового вектора на целевое множество, совпадающего с началом координат. Наилучшая гарантированная стратегия «игрока – союзника» строится методом экстремального прицеливания Н.Н. Красовского [2]. Аналогичная задача в не игровой постановке была решена в [3].
1. Математическая модель манипулятора
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На горизонтальной плоскости рассмотрим двухзвенный механический манипулятор с двумя вращательными парами (рис.1). Каждое звено манипулятора представляет собой абсолютно жесткий однородный стержень длины 
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. Первое звено соединено с неподвижным основанием вращательной парой 
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, а со вторым звеном – вращательной парой 
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. Принимается, что масса схвата равна 
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, а масса 
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го звена – 
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. В соединительных парах могут развиваться управляющие моменты 
[image: image8.wmf],1,2
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. Трение в шарнирах отсутствует. 

2. Постановка задачи

Заданы начальное и конечное положения схвата, а также траектория его движения. Эту траекторию далее будем называть базовой. В начальный 
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 и конечный 
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 моменты времени схват должен быть неподвижным. Известен закон изменения декартовых координат схвата в функции времени. В соответствие с этим законом схват должен переходить из начального положения в конечное, двигаясь вдоль базовой траектории. Требуется определить закон изменения управляющих вращательных моментов в соединительных парах манипулятора, реализующий указанный закон движения схвата. 
В предположении, что начальные условия выполнены не строго, найти дополнительные управляющие воздействия, которые переведут схват на базовую траекторию в некоторый момент времени 
[image: image11.wmf][

]

0,1

J

Î

. При этом в момент времени 
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 должны совпасть не только геометрические координаты схвата с теми, которые определяются заданным законом, но и их производные. Дополнительно предполагается, что в соединительных парах могут развиваться неконтролируемые помехи в виде вращательных моментов. Неконтролируемой помехе предписывается стремление максимально навредить в решении задачи перевода схвата на базовую траекторию. Принимается, что на дополнительные управления и вращательные моменты, развиваемые неконтролируемой помехой, наложены геометрические ограничения в виде выпуклых компактных множеств.
3. Дифференциальные уравнения движения и 

решение обратной задачи динамики
Обозначим через 
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 угол, образованный 
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-м звеном манипулятора, с осью 
[image: image15.wmf]1

Ox

 (рис. 1). Запишем дифференциальные уравнения движения манипулятора в форме уравнений Лагранжа второго рода
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в которых в качестве обобщенных координат берутся углы 
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В результате получим
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где 
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Разрешим дифференциальные уравнения (3.1) относительно старших производных
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image24.wmf]2
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Полученную систему двух дифференциальных уравнений второго порядка относительно переменных
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сведем к системе четырех дифференциальных уравнений первого порядка
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относительно переменных 
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Определение 1. Систему дифференциальных уравнений (3.2) будем называть нелинейной моделью манипулятора.


Пусть траектория схвата имеет вид 
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начальное и конечное положение схвата. Тогда закон изменения декартовых координат схвата можно выбрать следующим образом:
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(3.3)

Определим программные управления 
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, реализующие закон (3.3). Для этого обратим очевидную геометрическую зависимость
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Имеем
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  (3.4)


Подставим (3.3) в (3.4). С учетом первых двух равенств в (3.2) найдем 
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закон изменения обобщенных координат, отвечающий заданному закону изменения декартовых координат схвата (3.3). Программные управления, решающие обратную задачу динамики, находим из (3.2) после подстановки туда зависимостей 
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4. Линеаризованные уравнения движения

Пусть для начального положения 
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 выбрано некоторое программное управление 
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. Обозначим через 
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 закон движения, манипулятора в обобщенных координатах, порожденный данным управлением. В дальнейшем программное управление 
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 и траекторию схвата манипулятора, отвечающую этому закону движения, будем называть базовыми. В случае, когда по каким – либо причинам движение манипулятора начинается из положения 
[image: image57.wmf]00

qq

*

¹

, соответствующие закон движения 
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 и траектория схвата манипулятора будут отличаться от базового закона и траектории. 

Полагаем 
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 назовем вектором возмущений. Предполагая, что величина 
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 мала, выведем линеаризированные дифференциальные уравнения для возмущений.


Обозначим 
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Тогда указанные дифференциальные уравнения для возмущений имеют вид
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где
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Здесь 
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 – вектор дополнительных управляющих параметров, а 
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 – вектор помех. При этом 
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Построенная система (4.1) аппроксимирует динамику разности между движениями нелинейной модели с исходными и со смещенными начальными условиями. 


Определение 2. Систему дифференциальных уравнений (4.2) будем называть линейной моделью манипулятора.

5. Игровая задача управления манипулятором

Поставим задачу о переводе схвата манипулятора на базовую траекторию в момент времени 
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. Указанный перевод следует осуществить посредством построения соответствующего закона изменения вектора дополнительных управлений 
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 с учетом самых неблагоприятных реализаций вектора помехи 
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 и 
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 выпуклые компактные множества.

Решение этой задачи осуществим путем приведения вектора возмущений 
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 в начало координат в момент времени 
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 при условии максимального противодействии помехи. Математической моделью данной проблемы служит антагонистическая дифференциальная игра двух лиц.


Игра происходит на промежутке времени 
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, ее динамика описывается дифференциальным уравнением (4.2), а функция платы совпадает с величиной
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"Игрок – союзник" распоряжается вектором управляющих параметров 
[image: image81.wmf]uP
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, а "игрок – противник" – вектором 
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. Будем предполагать, что на управляющие параметры игроков наложены геометрические ограничения 
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"Игрок-союзник" осуществляет управление объектом в классе позиционных стратегий 
[image: image85.wmf][
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, опираясь на информацию только о реализовавшемся в данный момент времени фазовом векторе игры, а "игрок – противник" может применять любые интегрируемые реализации вектора своих управляющих параметров 
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Решение сформулированной дифференциальной игры состоит в построении наилучшей гарантирующей стратегии "игрока – союзника". Осуществим его методом экстремального прицеливания Н.Н. Красовского [2]. Пусть
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фундаментальная матрица Коши для однородной системы дифференциальных уравнений, отвечающей системе уравнений (4.2). Полагаем 
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где 
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В силу (4.1) находим
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Здесь обозначено
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В силу того, что в рассматриваемой игре выполнены условия однотипности [1] в ней имеет место регулярный случай. Это означает, что максимум в равенстве (5.1) достигается на единственном векторе 
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 (5.3)
где                     
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Вычислим полную производную от функции 
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Пусть управления игроков назначены из условия
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если 
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Тогда

1) для любых 
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 полная производная по времени от функции гипотетического рассогласования 
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 в силу уравнений движения удовлетворяет двойному неравенству
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2) управления игроков, найденные из условия (5.5) доставляют седловую точку в игре
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и, следовательно, являются оптимальными;

3) для каждой начальной позиции 
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 цена игры совпадает с величиной гипотетического рассогласования, т.е.
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4) из неравенств (5.6) следует, что функция 
[image: image127.wmf]0
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 остается постоянной вдоль движения, порожденного оптимальными управлениями, монотонно убывает, если второй игрок единолично уклоняется от оптимального управления и монотонно возрастает, если единолично уклоняется первый игрок. 
Можно показать что условия (5.5) определяют оптимальные управления игроков в виде:
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если 
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Позиционные управления 
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 не являются непрерывными, поэтому игру следует формализовать в классе конструктивных движений Н.Н. Красовского (пошаговые равномерные пределы ломаных Эйлера) [1].

6. Численный эксперимент
При проведении численного эксперимента были установлены следующие значения параметров задачи. Каждое звено двузвенного манипулятора имеет длину 
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Игровое управление манипулятором происходит на промежутке времени 
[image: image137.wmf][

]

0

1

,0,

2

t

J

éù

=

êú

ëû

. 

Отклонение схвата манипулятора от начального положения определяется величинами
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Принимается также, что 
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Следуя [1], конструктивные движения системы (4.2) будем аппроксимировать ломаными Эйлера. С этой целью промежуток времени 
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. Рассмотрим последовательно три случая.

Случай 1. "Игрок – союзник" и "игрок – помеха" применяют оптимальные стратегии 
[image: image142.wmf]e
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 и 
[image: image143.wmf]e
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 соответственно. На каждом из полуинтервалов игроки назначают свои управляющие параметры в виде
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Случай 2. " Игрок – союзник" применят оптимальную стратегию 
[image: image146.wmf]e

u

, а "игрок – помеха" – произвольную стратегию 
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. На каждом из полуинтервалов игроки назначают свои управляющие параметры в виде
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Случай 3. "Игрок – союзник" применят произвольную стратегию 
[image: image150.wmf]u

, а "игрок – помеха" – оптимальную стратегию 
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. На каждом из полуинтервалов игроки назначают свои управляющие параметры в виде
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В результате подстановки приведенных управлений в дифференциальные уравнения (4.2) и интегрирования их для некоторых начальных условий, получается ломаная Эйлера, которая аппроксимирует конструктивное движение, порожденное соответствующими стратегиями игроков и выходящее из указанного начального положения. 
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Рис. 2

Выше отмечалось, что при выполнении условий регулярности цена игры в каждой начальной позиции совпадает с величиной гипотетического рассогласования в этой позиции. В случае 1 этот факт проверяется непосредственно путем вычисления 
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. Поскольку в процессе эксперимента реализуются не сами конструктивные движения, а лишь их аппроксимации в виде ломаных Эйлера, точность совпадения зависит от величины шага разбиения 
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 EMBED Equation.3  [image: image157.wmf]. В частности, для начальной позиции (6.1) при шаге 
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 указанное совпадение происходит с точностью до третьего знака. 

В заключение для каждого из случаев 3–1 приведем графики изменения гипотетического рассогласования 
[image: image159.wmf]0
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 в функции времени вдоль реализующихся ломаных Эйлера (рис. 3). В процессе вычисления принималось 
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. Из графиков видно, что в соответствие с неравенствами (5.6) в случае 1 цена игры остается постоянной, в случае 2 она монотонно убывает, а в случае 3 монотонно растет.
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